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Ligne d'univers
Choix d'unité, vitesse de la lumiére ¢ =1

Quatre coordonnées d'espace-temps
de la dimension d'une longueur

Les lois de la dynamique et les lois de Maxwell sont invariantes
sous le groupe des transformations de Lorentz.

Plan

Le groupe de Lorentz

Ralentissement des horloges

Dynamique du point

Energie et quantité de mouvement
Vecteurs et tenseurs

Application : électrodynamique relativiste
Le potentiel vecteur

Le tenseur énergie-impulsion

Le groupe de Lorentz

transformation de Lorentz
nouveau systéme de coordonnées /%, ancien systéme 1 :

2 = Ao‘,gmﬂ +a”
ou a% et Aaﬁ sont des constantes, et
Aa»yAB(;naB =16
avec
4+1 sia=p=1,20u3

Nag = -1 sia=8=0
0 sinon
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Le groupe de Lorentz
Invariance du temps propre dr
dr? = df* — dx?® = —napdi®dd®

Démonstration

dr'? = —nepdd®daP
= —nang‘vAﬁé dx dz
= —Ny da da?

Conséquence

La vitesse de la lumiére |dx/dt| est la méme
dans tous les reperes inertiels.

Démonstration
Si dr =0, alors dr’ = 0.

Le groupe de Lorentz

Etude d'une transformation de Lorentz

2 : particule au repos
2/ : particule en mouvement rectiligne uniforme, vitesse v

» Changement de coordonnées pour dx et dt :
da’* = A'ydt pour i=1,2,3

dt = A% dt
» v = dx'/dt donc Ay = v;A%,

» Conditions sur les AO‘B :
—1 = A%A s
» La matrice A est donc de la forme

A00 =7 AiO = YV, ou Y=
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Le groupe de Lorentz

Pour toute transformation de Lorentz, on a

(M%) =1+ Y (AD)®,

=1,2,3

Transformation de Lorentz propre

Un transformation de Lorentz est dite propre si elle vérifie de plus

les conditions suivantes :

A% > 1,

Transformations impropres

» Renversement du temps

(det A)? =1

det A = +1

» Symétrie orthogonale par rapport a un plan

Le groupe de Lorentz

Les transformations A(v)
On notera A(v) la transformation de Lorentz définie par

Aij = 5ij + vivj’y

1
avec v = \/ﬁ
Exemple

(I'écrire en restaurant c)

Aoo:’}’

Aio = vy,

Aoj = Yv;

7oV
YUy
0 O

0

0

O = O O

-1

v2

— O O O
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Proposition
Toute transformation de Lorentz propre s'écrit comme composée
de trois transformations :
> un A(v) Conséquences du passage de la relativité newtonienne a la

_ _ relativité restreinte :
» une matrice de rotation R

tion 40 o N » invariance de la vitesse de la lumiere
» une translation — +a

» contraction des distances

Démonstration > ralentissement des horloges
Les conditions auxquelles sont soumis les Aaﬁ

sont au nombre de 10.

Il'y a 16 coefficients dans une matrice 4 x 4.

Il'y a 3 paramétres dans les A(v).

Il'y a 3 parameétres dans une matrice de rotation.
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Effet Doppler

Coordonnées x, t

Horloge au repos

ralentissement des horloges + Doppler = effet Doppler relativiste
Intervalle d'espace-temps entre deux tic-tac :

Chaque tic-tac émet un signal lumineux vers |'observateur.
Le tic-tac suivant est émis apres que |'horloge a parcouru
dx =0, dt=At dr = At . .
’ ’ une distance v,dt. Il subira un retard de v,.d?t.
Intervalle de temps séparant la réception de deux signaux :
Coordonnées x’, ¢
’ 14+ v,

L'horloge mue a la vitesse v = dx’/dt (1+v)dt = ——=At

V1—-v2
dr = /1 —v2dt Exemple
Décalage du spectre émis par les galaxies lointaines
Vobservée _V 1—v?
At v 1+ v,
V1-v? Si v, > 0, décalage vers le rouge.

Donc pour I'observateur qui voit I'horloge se mouvoir,
intervalle de temps entre deux tic-tac :

dt =
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La seconde loi de Newton n’est pas invariante.

n'est pas un quadri-vecteur.

e
= nouvelle définition du concept de force.
fo 2"
= m—sy
dr?

» Pour une particule momentanément au repos,
(f1, £, f3) sont les composantes de la force non-relativiste F,
et 0 =0.

> f% est un quadri-vecteur.

Dynamique du point ].8 / 58

Attention aux conditions initiales

d?a”

Quand on résoud I'équation différentielle f* = m——s,

il faut choisir des conditions initiales pour lesquelles 7 est
le temps propre, c'est-a-dire

da® dif

= e g

Dynamique du point

Comment calculer f si on connait F 7

Particule de vitesse instantanée v en coordonnées 1~

Alors

f=F+(y—-1)v

v-F
v2

ff=w-F=v.f

Démonstration
Choisir 2/ tel que

% =A% (v)a?

Mais f* est un quadri-vecteur :

fo = A ()

et f'* est donné par la force non-relativiste

car dans les coordonnées 2’* la particule est au repos.

Energie et quantité de mouvement

Le quadri-vecteur impulsion

On définit le quadri-vecteur impulsion par :

(67

p-=m

dz™

dr

Alors la seconde loi de la dynamique s'écrit :

ol dr est le temps propre.

ap” _
dr

=f“
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p“ pour un particule de vitesse v

d
v=X dr =1 —v2dt

dt’

» Composantes spatiales du quadri-vecteur impulsion :
mv

P= V1—v2

Si on interpréte ca comme une quantité de mouvement,
on est tenté de dire qu'une particule de masse au repos m

m
V1-—v2

a une masse plus grande quand elle est se meut!

» Composante temps :

Energie et quantité de mouvement 23 / 58

Lois de conservation

» Pour que notre interprétation du quadri-vecteur impulsion soit
correcte, il faudrait des lois de conservation.

» Si on a une loi de conservation dans un systeme 27, elle sera
encore vérifiée dans le systéme 2/* = Ao‘ﬂx”.

> Un seul repére inertiel suffit donc a vérifier que F et p se
conservent. C'est ce qu’a fait la physique newtonienne pour
les petites vitesses.

» Détruire de la masse (radioactivité, fusion nucléaire, fission)
libére beaucoup d’énergie cinétique.

Energie et quantité de mouvement

E = mc

Pour v <« 1, développement limité a l'ordre 2 en 0 :
L, 4
=14+ -v*+ O(v")

Alors

1
E=m+ §mv2 + O(v%)

On retrouve Newton en premiere approximation, sauf m!
Energie totale = masse + énergie cinétique

Energie et quantité de mouvement

Relation de dispersion

Eliminer v :
p

E
Ez:pQ—i—m2

VvV =

Particule de masse nulle :pforme indéterminée.
Pourtant la relation v = — garde un sens

en physique quantique. Pour le photon, de masse nulle,
elle équivaut a la relation de dispersion :

2mc
w=——

A

La physique quantique est compatible avec la relativité restreinte.
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» Quadri-vecteur contravariant V®
o e
V= A VP
» Quadri-vecteur covariant U,

v

Reste a écrire les lois de I'électrodynamique sous forme

invariante. a 111

_ ' _ AU, = Up
Comment construire des grandeurs invariantes pour le groupe
de Lorentz?

v

Matrice inverse de A

v

Solution : le calcul tensoriel

v

AN =5,

v

Cela servira aussi a la relativité générale

» On notera aussi % = Nag, de sorte que

776677015 = 56

«

v

Si V* est contravariant, alors 7,3 V? est covariant.

v

Si U, est covariant, alors naﬁ U, est contravariant.

Vecteurs et tenseurs 28 / 58 Vecteurs et tenseurs 29 / 58

Les tenseurs

Outre scalaires et vecteurs, il y a des tenseurs.

» Invariant : produit scalaire d'un vecteur covariant ) T
Nombreuses composantes (plusieurs indices)

et d'un vecteur contravariant.

> Les différentielles dz® sont contravariantes. Exemple 1
> Le gradient 9/02° est covariant. Les matrices sont des tenseurs.
> Invariant : divergence d'un vecteur contravariant Exemple 2
H? 7.
> Invariant : le d’Alembertien (02 = V? — — Un tenseur 7" 5 : 64 composantes
ot Indice « contravariant, indices « et /3 covariants.

(produit scalaire du gradient avec lui-méme, mais attention

. . . Changement de coordonnées :
au produit scalaire de deux vecteurs covariants...)

. . , . _ é
Une grandeur invariante s’appelle un scalaire. Twaﬁ = AwéAaEAﬁCT e«

Attention 3 I'ordre des indices Ao” # N # Aﬁa
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Comment construire des tenseurs ?

Combinaisons linéaires

Mathématiquement, étant donné un espace vectoriel,

un tenseur est un vecteur élément d'un autre espace vectoriel
construit a partir du premier (peu importe comment...).

= une combinaison linéaire de tenseurs est un tenseur

Produits directs
Soit Aaﬁ et B7 des tenseurs,

alors TO‘B7 = A% B7 est un tenseur.

Contraction
Si Taﬁwé est un tenseur, alors T%7 = Ta/;’ﬁ est un tenseur.
Dérivées

o (Tﬁv)

Si TP7 est un tenseur, alors Taﬁ7 = est un tenseur.

Vecteurs et tenseurs 32 / 58

Tenseur nul
Un tenseur dont toutes les coordonnées sont nulles est bien siir
invariant.

Proposition
Le fait qu'un tenseur s'annule est invariant par le groupe de

Lorentz.

Démonstration
Si par exemple

(V’y, 6) TWJ = 0’

alors
(Va,B) T'5=A" AL T7s=0,

et réciproquement.

Vecteurs et tenseurs 31 / 58

Certains tenseurs sont en fait invariants

Tenseur de Minkowski

Invariant : le tenseur covariant 7,3

Invariant : le tenseur contravariant n®?

(cf. définition du groupe de Lorentz)

Invariant : le symbole de Kronecker (5% =143

Tenseur de Levi-Civita

Invariant :
+1 si afvyd est une permutation paire de 0123
e*$19 = 0 _1 sicest une permutation impaire
0 sinon
(det A =1)
Vecteurs et tenseurs 33 / 58

Principe méthodologique

Les lois de la physique sont invariantes par le groupe de Lorentz.
Quand on décrit une loi par une équation contenant des tenseurs,
il est facile de voir si elle est invariante ou non.



Application : électrodynamique relativiste 35 / 58

Les lois de Maxwell

V-E=¢
OE
V-B=0
0B

E=——
V x 5

Probléeme
Récrire les lois de Maxwell sous forme tensorielle.

Deux tenseurs :
> un quadri-vecteur courant J*

> un tenseur contravariant, le champ électromagnétique F*”

Application : électrodynamique relativiste 37 / 58

Pour « =0,ona J' =¢.
Pour a = 1,2, 3, les J* sont les coordonnées du vecteur J.
J% est un quadri-vecteur contravariant.

Démonstration

J(x) :/dt’Zené“(x—xn(t’))m’z;(t/)

Quitte a changer de variable d'intégration,
on peut supposer que ¢ est le temps propre :
dz, (1)
_ 4 o n
J(z) = / dTEn:ena (5= an(7) ="

Or dz,™ est un quadri-vecteur contravariant,
et 6*(z — 2,(7)) est un scalaire.

Application : électrodynamique relativiste 36 / 58

Cas particulier : distribution de charges ponctuelles

La m®™me particule porte une charge électrique e,
et suit une trajectoire t — x,(1).

Densité de charge

e(x,t) = Z end>(x — (1))

Densité de courant

I, ) = 3 et (x — xu(8)) dngt)

n

Quadri-vecteur courant

3 dIna(t) N 0
J(z) = Zn: end® (x — xn(1) =2, ot 3,°(t) = t
Application : électrodynamique relativiste 38 / 58
Conservation de la charge électrique
0
—J%1) =0
50 (@)

loi Lorentz-invariante

Démonstration

dz, ()

n

VI(x, 1) = Znen%&”(x—xn(t)) i

B 0 dxni(t)

= =3, en(%éi)’(x — xp(t))

= —8—t6(x, t)




Application : électrodynamique relativiste

Distribution quelconque de charge

Pour tout vecteur contravariant J® vérifiant

0
@ﬁ(@ =0,

on peut définir une charge totale @ :
Q= / Pa P (x).
aq

est constante : — = 0.
¢ dt

() est un scalaire.

Application : électrodynamique relativiste

Le champ électromagnétique

Le champ électromagnétique est un tenseur F*8 défini par :
F12 — B3 F23 — B1 F31 — B2

FOl—p F2_F, F%_— Fs
Faﬁ — _Fﬂa
Alors

39 / 58
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Démonstration que () est un scalaire

Soit @ la fonction échelon :

0(8):{ 1sis>0

0 sinon
Alors 0’ = 6.
On peut donc écrire : Q = [ d*z J*(2)0a0(nga”),
avec ny = LS /=0
"= 0 sinon

Notons () la charge totale calculée aprés transformée de Lorentz.
@ - Q= [ a0, (P@OL) - nsa))

N ’ ¥
ol nﬁ,_\A 5Ty
Le théoréme de Gauss permet de conclure.

Application : électrodynamique relativiste 42 / 58

La force électromagnétique sur une charge ponctuelle

Force exercée par le champ F? sur une charge e en 2 :

a_ ppa 27
/ s

Démonstration
Référentiel ou la charge est au repos :

f=eE, =0
Or f% est un quadri-vecteur contravariant...

Force de Lorentz
On retrouve |'expression classique de la force de Lorentz :

d
th):e(E—i—va)
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Opérateurs différentiels en dimension 3

champs scalaires
Vi
champs de vecteurs
Vx|
champs de vecteurs
V-l
champs scalaires

Le potentiel vecteur 46 / 58

Théoréme de Poincaré (degré 1, dimension 4)

Soit E, un vecteur covariant défini en tout point de
I'espace-temps, tel que, pour tout pu, v :

0E, B OE, _0

orv Ozt

of

Alors il existe un scalaire ftel que E, = ——.
ozt

Remarques

» En fait c'est une équivalence, |'autre implication est triviale.

» Théoréeme semblable en dimension 3.

Application

Un champ de force irrotationnel dérive d'un potentiel. En physique
newtonienne, le champ gravitationnel est irrotationnel : le travail
pour déplacer une masse est indépendant du chemin suivi.

Le potentiel vecteur 45 / 58

Operateurs différentiels en dimension 4

champs scalaires 10)

3 ”
champs de vecteurs Dart E,

- 0F 0

E
[ v
tenseurs 520~ Bk Fu

’ oF.

champs de vecteurs capys 20
OxP
Le potentiel vecteur 47 / 58

Contre-exemple

Si B, n'est pas défini en tout point, ou au moins sur un “ouvert
étoilé”, ce théoréeme peut étre en défaut, comme par exemple, en
dimension 3, pour le champ suivant :

-y
22+ 52
T

E(z,y,2) =

2+ 92
0



Le potentiel vecteur

Théoreme de Poincaré (degré 2, dimension 3)

(méme hypotheése sur le domaine de définition de E)
OF, 0B, , OF,

oz oy 0z
Si V-E =0, alors il existe un champ de vecteurs F tel que

On rappelle que V- E =

0. o,
oy 0z

E=VxF= 8Ez—aEz
0z oz

o8, oF,

oz oy

Le potentiel vecteur
Choix de jauge

On peut donc choisir ¢ de sorte que

04+ 335
o 02°) _§ s Rg= —posdda
g 044
Alors n ﬂaxﬁ = 0.
Que deviennent les équations de Maxwell ?
OF,

» La premiere ¢ 370
» La seconde

82Aa

OF“ B B
Ozadxd

=_—J5 < [PAs—
oz

—Js

7; = 0 est automatiquement vérifiée.
T
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Si gahd

OF.;

ozh

Application

Le potentiel vecteur

0As
Fos = oz

A,

Oz

Théoréeme de Poincaré (degré 2, dimension 4)

Formules de Maxwell. A, est un potentiel vecteur,
mais un tel A, n'est pas unique. Pour tout scalaire ¢,

convient encore.

ces équations ne sont pas indépendantes

A=A, +

Le potentiel vecteur

99

oz

» 4 équations, 4 inconnues (les 4 coordonnées de As)

> une relation : la forme de I'équation entraine

» aprés le choix de jauge décrit plus haut n®?

les équations de Maxwell prennent la forme suivante

et suffisent 3 déterminer A :

0?45 =

—Js

«

o™
(0%

orB

Ov
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= 0, alors il existe un champ de vecteurs A, tel que
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Rappel

Toute équation de la forme [(0%¢ = ... est une équation d'onde.

Finalement, les équations de Maxwell se résument a ces deux Le membre de droite décrit |a source de I'onde.

équations : YRy Par exemple la propagation d'une onde dans le vide vérifie :
v
= e — = 2 2 2 2
oz Oz |:|2¢:0 — @‘f‘%‘kaif_gd;:
DQA(; — _J6 022 8@/ 0z 20t

Les solutions de cette équation linéaire peuvent se décomposer en

La seconde est une équation d’onde. A partir de 13, on peut o :
une superposition d'ondes planes.

retrouver |'expression du champ électrique produit en un point par

une charge en mouvement : Démonstration

Admis (on peut le faire par I'analyse de Fourier).

g 4 e 1d 1 &, Vérifions seulement que toute onde plane se propageant dans la
" dmey \ 12 T ¢ dt 742 2ae’ direction de I'axe des z & la vitesse de la lumiére ¢ est solution :
(cf. Feynman, Electromagnétisme, chapitre 21) o(z,y,2) = flw— ct)
2 p1
2 (o) f"(z— ct)
D6 = ['(a— cf) - = =0
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Tenseur énergie-impulsion Loi de conservation de 7%
défini par analogie avec le quadri-vecteur courant, 9 T — G
pour chaque composante du quadri-vecteur impulsion 028
2 ol G est la densité de force définie par :
darn (1)
T (z) =Y po =253 (x — xp(1) ol 22(8) = ¢ dr
zn: "odt " G*(x,t) = 253(x - xn(t))af%(t)
n
T8 = TP Démonstration :
, . f pn 3
Démonstration : T (z Z - 5 (x — xp(t)) 0
O Toi(x,f) = — _53(x — xp(t))
ap
TP est un tenseur — 7213 t — 83 (x — x,(t))
Démonstration : T (z Z/ (x— zp(T)) 9 dpn t)

= —5, T+ Z — X, (1))
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Particules dans un champ électromagnétique

Densité de force :

N dr dz),
G = zn: 03 (x = xn(t) - enF™ (1)~
d'oli : 5
a—mgTaﬁ(x) = F (2)J7(z)

Si I'on veut une loi de conservation, il faut donc ajouter un terme
au tenseur énergie-impulsion.

Le tenseur énergie-impulsion 58 / 58

On pose

dzﬂ(t)
Tozﬁ _ § o 3 T aff
- pn dt 5 (X Xn(t)> em

. 1 5
ol Tpy®? = P FP7 — Zno‘ﬁFwFV .
Tema'g est le tenseur énergie-impulsion électromagnétique.

0
équations de Maxwell = a—wBTemo‘B =—F*J7
Alors :

9
0P

Tem™ est un tenseur symétrique, et

7% = G*—F*,J7 =0

1 )
Temoo = §(E2 + BZ)’ TemZ0 = (E X B)’L
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