1/36
Analyse tensorielle
Erwan Pencheévre
30 mars 2015
Principe de covariance 4 / 36

Principe méthodologique

2 voies possibles pour la théorie de la gravitation :

1) Ecrire les équations de la relativité restreinte dans un
référentiel localement inertiel ; puis changer de coordonnées

2) Trouver des équations dont la forme soit préservée
par n'importe quel changement de coordonnées
et qui soient vraies en |'absence de gravitation
(c'est-a-dire quand le référentiel est inertiel)
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Tenseurs

Scalaires
constante numérique, 0, dr, champ scalaire

Vecteurs contravariants

" , oz’ i
Vit =1V Fro (par exemple dz")
xl/

Vecteurs covariants

loind

0
w= o U (par exemple 99 Si ¢ est scalaire)
T

U/
Ozt

Tenseurs contravariants, covariants ou mixtes
/1 A o 8.’15"“’ 8$p QID‘ K
v Ozk Oz Oz = °

(e

Exemple : T
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Exercice
Vérifier que g,,,, est bien un tenseur covariant, et que dr est bien
un scalaire.

L'inverse du tenseur métrique
Soit g™ I'inverse du tenseur métrique, g)‘“gw, =67,

g est un tenseur contravariant :

Oz Oz’ 5017 9x° Oz 9a°
9z 9287 92 927’ T 9z 9z

5’759045976 — 5>\V

Le symbole de Kronecker

50‘5 est un tenseur mixte; c'est le seul tenseur ayant mémes
coordonnées dans tous les référentiels :

0z'® dxV
Il _ 22— (0%
078 = Guw ge® v =0
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Comment transformer un tenseur covariant en un tenseur
contravariant, et inversement ?

» Soit T"”, un tenseur, contravariant en .
S5 = gu T""; est covariant en v.

» Inversement, soit S,”, un tenseur covariant en v,
alors g"S,”, est contravariant en .

A
> gw/gAyT po = THPU
Il'y a donc 2"V manieres différentes d'écrire un tenseur a IV indices.

Exemple
Le tenseur métrique : gy, 9", 6%, 8"
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Algebre tensorielle

Combinaisons linéaires
Une combinaison linéaire de tenseurs avec les mémes indices est un
tenseur.

Produits directs
Soit A%4 et BY des tenseurs, alors TQBA’ = A3 B7 est un tenseur.

Contraction
Si Taﬁvé est un tenseur, alors 7% = Taﬁvﬁ est un tenseur.

Attention
_ T8
> en général, si TP est un tenseur, 970 n'est pas un tenseur.
T
v
> F)\M n'est pas un tenseur.
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Pseudo-tenseurs

Exemple
pseudo-tenseur T, de poids W

0x'\ "V oz’ dz~
oo el A
™ (det 8:(:) dz> dz'v T

!
. € . . , . . .y
ou det — est le jacobien, déterminant de la matrice des dérivées

partielles.

> Le déterminant du tenseur métrique g = —det g, est un
pseudo-tenseur de poids (—2).

» Le poids d'un produit direct de pseudo-tenseurs est la somme

des poids des pseudo-tenseurs.

> (pseudo-tenseur de poids W) x g"W/2? = tenseur
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» Une combinaison linéaire de pseudo-tenseurs de poids W est
un pseudo-tenseur de poids W.

» La contraction d'un pseudo-tenseur de poids W est un
pseudo-tenseur de poids W.

» L’élément d’hypervolume infinitésimal d*z est une sorte de
pseudo-tenseur :

oz’

d*
oz v

d*z’ = ‘det

donc \/g.d‘lx est invariant.

» Le symbole de Levi-Civita est un pseudo-tenseur de poids (—1)
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Connexion affine et changement de coordonnées

1">\ B 856)\ 32§O‘

T DEe DpkdzY n'est pas un tenseur :
o

F/)\ _ aml)\ 82£a
9> Qx'roxv
0z 9z 9 [ 0x7 O™
— QzP O£ 9zt \ Oz Ox°
03" 9z [0z 9xT O™ 0%z O™
© Ozp 9Ex \ 9z Oz’ zTOzC  Dx'MOx Do

Le terme de gauche donne I'f,, donc :

s 01" 0z7 0x° p oz 9%xP

— = + -
we Qe 't oz T Dxp Ox'hOxY

Symbole d

e HUAK

Pseudo-tenseurs

e Levi-Civita

+1 si urvAk est une permutation paire de 0123
—1 si c'est une permutation impaire
0 sinon

oz’ 0z O™ 8$’56W)\n _ (det 6;/) £ PoNE

ozH 9z¥ Oz Oxk

X

Symbole de Levi-Civita covariant
— UVAK
€pong = GpuJov Inr9ext
Exercice
Montrez que € 5 = —gePoNE,

Connexion affine et changement de coordonnées

Le terme de gauche, c’est comme si I'Z, était un tenseur :

oz’ 9x™ Ox° o o' 9%zP
OxP Ox'* 9z "7 OxP Jz'hOx'v

IA
Fuv =

Le terme de droite peut aussi s'écrire ainsi :

r

Démonstra

Dériver 67,

a0z 0z 02° oxP 9z° 0%z

- po_
we Qe Oz’ Oz’ T Oz’ Ozt DaPOxC
tion

oz dxP -
= — par rapport a z/#...

oxP Ox'v
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Connexion affine et changement de coordonnées

Application
Mouvement d'une masse ponctuelle dans un champ gravitationnel.
Pzt u dz” dz? 9
W 1/)\ dr dT = 0, dr® = —g”,,dx“dx”

Nouvelle démonstration
» Ces deux équations sont vraies en |I'absence de gravitation car
o _
alors I'), =0 et gy = M-
» Comment se transforme la premiére équation sous I'effet d'un
changement de coordonnées ?
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La dérivée covariante

La dérivée covariante

Définition

avH 3
Vi, =2 4L Y

> 81'/\

V¥ | est un tenseur.

Démonstration

ovr 9 (0« )\ 0z 0xP OV N O*x'm OxP v
oz 9z \ dxv © 9zv 9z dxP  DxvOxP Ox'N
oz’ Oz %z’ OxP

I\’,U V/H, —_ o
Ak oxv Oz r? OxPOx° Oz’
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Connexion affine et changement de coordonnées

&2 x'm B i ozx'* dxV B ox'* Exv N 02z’ di’\ﬁ
d 9z dr? OxvOz> dr dr

dr? v dr
mais :
o %%% p  Oxf 0z° o2 gm
VAT Qe Oz Oz T Oz Oz DuPdxC
donc :

dzx’“+ i Az’ dq;”\_a:r:’“ A rx dz° dz”
dr? VAdr dr Ozt \ dr2 P dr dr

L'équation du mouvement est covariante.
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La dérivée covariante

Définition
0V,

. ~I)V
Y BV A

Vi
Vi, est un tenseur.

Démonstration
8V/u _ OxP 0z° 9V, 0%z
oz Ox'm dz' dz°  ODz'Hdz'V

oz? 0x° 0z
A
F, VA o't Oz /quU Vi + or'hdr Vi
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Dérivée covariante d'un tenseur quelconque
Exemple :
nuo
a1 |

no o v
T o=~ T TR TN+ D0, T = T3, T,
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Dérivée covariante et opérations algébriques

(aA®, + BB").\ = A"\ +BB",

(AHVB)\>;p - AHV;/)B)\ + AMVB/\;,O
0

A
A
e QP

A VA
T\ + T4, T
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Dérivée covariante d'un pseudo-tenseur de poids W

Exemple :
14 _ —W/2 W/2 i
T =19 u/ (g T A)W
o1, W 0g

_ 14 v _ Tk 14 e 1%

=527 +Tp 1", F/\pT w + 2g78:1:PT A\
Remarque
Dans un repére localement inertiel,

dérivée covariante = dérivée
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> Quuh = 0

g
4 Fn _ Y% 1y TP
Démonstration : g,,,.\ = EIs) I’/\#gpl, '3, 9pu

or tout ceci s'évanouit dans un référentiel localement inertiel...
A 7 A
» Deméme: g ;/\—O,etéw\—O.

» Corollaire :
(guy Vl/);,\ = gl“/ VV;/\
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Gradient, rotationnel, divergence

» gradient d'un scalaire

oS

» rotationnel d'un vecteur covariant

oV, . 9V,
Vu;u - Vy;,u = W - F;u/ V/\ - Ot mn V)\
_ oV, oV,
orv Ozt
> divergence d'un vecteur contravariant
ovH
b JTERION
VE, = e +L,V
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Proposition
v 1 8(\/§V“)
o \/Z] Ozh
Démonstration : appliquer le lemme 3 T'¥, = L 0 Do
' 1 27 9z’

Corollaire
Si V# s'annule a l'infini, alors /d4x\/§V“;u =0

Démonstration : théoréme de Gauss.

Proposition

a(/gTH
Si THA = —T™, alors T" ., = = M

7(} oxH

Démonstration : exercice.

Gradient, rotationnel, divergence

Lemme
Soit M une matrice quelconque.

oM 0
oMy _ O
Tr (M I}\> = —— (In(det M))

Démonstration

§In(det M) =In(det M~ (M + 6 M))
=In(det(I+ M1 M))
~1In(1 + Tr(M~t5M))
~Tr(M~16M)

Gradient, rotationnel, divergence

Proposition
Si T, = =Ty, alors :
oT,, 0T oT
Thvir + Tapw + Torg = =2 4 =2 Z20A

oz ox? Oz

Démonstration
Ecrire chacune des dérivées covariantes.
Par exemple :

OT,,
T K _rr T, —T°

HVA = D Tt uxtev u)\T

pp

Les termes en rouge se compensent mutuellement dans la somme
des trois dérivées covariantes.
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Dérivée covariante le long d'une courbe

Démonstration

tenseur défini en tout point de I'espace-temps (champ) A ax’“AV
= tenseur défini seulement le long d'une courbe - Oxv
(exemple : quadri-vecteur impulsion) dA™ 9z dAY . 92z di
Définition dr Oz dr = O0xv0z> dr
DAE  dA# e i Oz dxP dx® . Dz dxP 9a°
i + I‘Z’f/\d—A” vA T 9z 9z’ dz'A P7 QxPOzo Oz’ Dx'A
T T T
r dx’)‘A,V Qo de” 0 P da
Proposition vA dr ~ Oxr TP dr 0xPOx° dr
DA* dA'™ dz" ozt [(dA" dz°
est un quadri-vecteur contravariant. /- AV = e 22 AP
Dr a dr T dr ozr \ dr thpo dr
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Pour un tenseur quelconque défini le long d'une courbe

(exemple)
Transport parallele d'un quadri-vecteur
DT" ar* dz? dz? .
z = LTk TP T TH Hypothése :
Dr dr A dr TV Vidr © ¢ . o _ dAH
dans le référentiel localement inertiel mobile £y, on a — =
a(r) dr
R (exemple : quadri-vecteur impulsion d’une particule
emarque dans un champ purement gravitationnel)
Si T", est un champ, alors Alors -
DAW
" A =0
DTH, _ )\d:r Dr
v; . . : . eh
Dr dr équation covariante = elle est vraie dans un référentiel quelconque

(cette équation permet de retrouver, formellement, I'expression
ci-dessus, méme quand 7%, n'est défini que le long d'une
courbe...)
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