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» On connait maintenant I'effet d'un champ gravitationnel sur
la matiére et sur les lois de |'électrodynamique.

» Comment la matiére crée-t-elle un champ gravitationnel 7
Autrement dit : comment la matiere influence-t-elle la structure
métrique de |'espace-temps ?

Analogie :

les équations de Maxwell, équations différentielles décrivant le
champ électromagnétique F*? en fonction de J<.

Quelles sont les équations différentielles reliant la structure de
I'espace-temps au tenseur énergie-impulsion 7% de la matiére ?
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Le tenseur de courbure

Probléme
On cherche un tenseur qui soit lié a la structure de I'espace-temps.
Il doit dépendre de g, et de ses dérivées.

Remarque

Tout tenseur ne dépendant que de g, et de ses dérivées premieres
ne dépend, en fait, que de g, .

Démonstration

0

Dans un référentiel localement inertiel, ag”;\’ =0...
T

Pour construire de nouveaux tenseurs,

il faut regarder les dérivées secondes de g,

(ou bien les dérivées premieres de Fli‘y).
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_prr ox'P 8x’”rn 0z 8$’5F,U
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Définition
le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel :
ory,  or)
A _ S pE A A
R WK = THok g +F;7urmz _anrvn
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Commutativité des dérivées partielles :

8335’7 a3x/T

01 Ozhdzr’  Oz’OrrdzF 0

az'm (0T, OT o\ o
oz ok - orY + FMVan - Funr,}n
0a? 9x'7 9z’ (OT 5 O B s i) - o
ozt Ozv dzx \ 0z ox'c Ao™ np An— op
81?/7- A al,/p axla 81'/77 ”
ax/\ 7 837“7 OzV OzF R pon) =0
— RIT _ 8$/T ozt 0z¥ dx® A
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Unicité du tenseur de courbure

Proposition

A 1 . . \ .
R?,,,; est I'unique tenseur constructible a partir de g, et de ses
dérivées premieres et secondes, et linéaire en les dérivées secondes.

Démonstration
Soit un tel tenseur.

A Guv
Fuv =0 = BIS)
dérivées secondes.
Etudions donc la forme que doit avoir ce tenseur dans un
référentiel ou Fli‘y =0, en un point donné.

A

8FW
ok’

=0 = le tenseur est fonction linéaire des

Il doit étre fonction linéaire des
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Soit ' un autre référentiel tel qu'on ait aussi '/ = 0.
po

o ox* 0z'P 0x'° ., Ox* 0%a'T
M 9g!T Ok 0¥ P70 Qz'T OxHOzY

donc tous les référentiels z’ tels que F,’)Q = 0 s'obtiennent a partir
du référentiel z avec les changements de coordonnées = — z’ tels
que :
0a™
Ozkdzv
Bz’

o _ Orrdxhdx?
arbitraires au point en question.

Les dérivées troisiemes peuvent prendre des valeurs
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Remarque
On peut certes construire d'autres tenseurs par combinaison
linéaire des R’\Wﬂ :

» le tenseur de Ricci R, = R)‘W\N
» le scalaire de courbure R = g'*" R,
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Pour un tel référentiel, I'expression des dérivées troisiemes vue plus
haut montre que :

3F;,<TT Ozt 0z¥ Oz Ox'" 311:}, B ozt dz¥ 9zt  93x'T
ox™m  Qx'P dx'e dxM dx* Oxt  x'P D' Dx!m DxFOTHI LY

Pour construire un tenseur, il faut choisir une combinaison linéaire

uv

__Oz"
disparaissent.

On n'a pas le choix!

des

pour laquelle les termes rouges se compensent et

A A
_or, orp,

T =
G T )

a4 . N A o A o A
Dans un référentiel ou I';, =0 on a donc 7%, = R%,,,..
Equation entre tenseurs = elle est vraie dans tout référentiel.
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Transport parallele d'un vecteur le long d'une boucle

Comment mesurer les effets de la courbure de I'espace-temps ?

Analogie :

quand on transporte parallelement un vecteur le long d'une boucle
sur une surface courbe, on ne retrouve pas toujours la valeur
initiale aprés un circuit complet.

Equation du transport paralléle d'un vecteur Sy

ds, A dz”

U g
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AS,

le long d'une boucle infinitésimale, AS, =...7

Transport paralléle d'un vecteur le long d'une boucle

Le long d'une boucle, si z#(m) = z# (),
T1 d 14

, G
o 4T

ASy = Su(m1) — Su(m0)

arg =
- < L () +F3V(X)F§’p(X)) S"(TO)/ xpddT "

oxP 0

Intégration par parties :

o, dr ™od ™ dx?
reydr — | 2 Ed
/7'0 dr /m pCE /m e

1 p
=— / z¥ didT
- dr
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A l'ordre 1 en z# — X*, au point X = (1) :

Su(1) = S,(m0) + F;\V(X)(x”(r) — X")Sx(m0) + - ..

A A P 14 8F2V
F;LV(I) = F/,U/(X) + (l‘ - )W(X) +
d'ou :
T dS
Sulr) = Sulm) + [ Sear

70

= SM(TU) + fTU ( /LV(X) (‘Z'/)(T) X/)) 311 (X)> (S)\(TO) + F/L/)(X)(Tp( ) X/))SO'(TO)) %dT
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1 T dx¥ o dzP
F - - p or
/\p> Sa(m0) x 2 (/TO v dr /TO " dr dT)

8F 7 ore dzV
9 A p
81-/7 oV + F F/\p F FAV) So (TO) /x dr

Ro

dr

(1

pvp

donc le long d'une surface ou R?,,,, =0, 0ona AS, =0
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Corollaire 1
Dans une région de I'espace-temps ou R?,,, = 0, la valeur d'un
vecteur transporté parallélement est indépendante du chemin suivi.

Corollaire 2

Dans une région de I'espace-temps ou R7,,,,, = 0,

a partir d'un vecteur défini en un point X donné,

on peut, par transport parallele, définir un champ S,,(z) vérifiant :

s,

=0
Dr ’

le long de n'importe quelle trajectoire partant du point X.
Alors, en tout point :
Sz =0
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Théoreme

Il existe un changement de coordonnées = — 2’ tel que g, = N
: S

si et seulement si R%,,. = 0 partout.

Démonstration
(9 = M) = (RAWH =0) : évident.

A _
(R MUK T O) = (g;/l,l/ - "7;w) ?
Soit un point X. Il existe un référentiel localement inertiel en X :

B — g B
77a _gM ()()daud v

On définit quatre vecteurs covariants D°, D' , D?, D3 comme
solutions des équations différentielles suivantes :

oD
b A _
97 FMVDD‘)\ =0
D, (X) = d*,

(cf. corollaire 2 de I'équation du transport paralléle).
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Gravitation ou coordonnées curvilignes ?

Soit un espace-temps muni d'une métrique g, 7 M-
Comment savoir s'il y a vraiment un champ gravitationnel 7
(peut-étre existe-t-il un changement de coordonnées = — '
tel que g,,, = 7, globalement...)

Exemple

(T7 97 ¢7 t)
gr=1,  go=1"  gsp=r1"sin’0,  gu=-1
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Ces solutions vérifient

ope, aDe,

ozV ozkt 0,

donc chaque D est le gradient d'un scalaire (Poincaré) :

oc>
ozr T

On vérifie qu'on a alors, partout :
naﬁ — gm/Da#Dﬂy

car (g‘“’DO‘MD’By);p = 0.
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Commutateur de deux dérivées covariantes

La dérivée covariante V), est un tenseur covariant en y et en v.
On peut donc définir une dérivée covariante seconde V..., :

oV,

v A A
Vi = Oz Lo Vir — F;m Vaw
Exercice

Montrer que Vpiw — Ve = — VUR"WH

et que V’\;y;ﬁ - VA;,W = V°R?

OVRK"*
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Proposition

> R)\uun = Rl/ﬁ)\u
> R)\,u,l//{ = _R,u)\z/n = _R)\;mzz = R,u)\m/
> R)\,uwi + R)u-iy,u + R)\wiy, =0

Corollaire

> Le tenseur de Ricci R, = g)"’R)\WN est symétrique.
> eMYERy ke = 0.

Remarque

En utilisant la proposition, on voit qu'il n'y a, au signe prés, qu’une
seule maniere de contracter deux indices de Ry, : il y a

unicité du tenseur de Ricci.

De méme pour le scalaire de courbure R = g’\”g“’{R,\WN.
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Propriétés algébriques de 1),

. org, oo o
Bypwn = o R i = 900 ok Ozv T Uy = Taeloy

Dans les termes en rouge, écrivons les Fﬁy en fonction de g, et de
ses dérivées, puis écrivons toutes les dérivées premieres de g, en
fonction des I'7,. Apres simplification, on obtient :

R _ 1 ( 629)\11 aQQ}LV 829)\1@ aQQ,Lm
AUVE —

— _ _ 1o _ 1N 1o
2 \ 9zFdzi  drrdz axvaquraxvaxA)+g”"(FMF“"“ Foliv)
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Identités de Bianchi

Proposition

> Ry + Bapnvik + By =0

(1 han) -

e

Démonstration
exercice
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