Le Théoréme de Bézout dans la Geometria orga-
nica de MacLaurin (1720)

On voit apparaitre au XVII® siécle un certain nombre de directions théo-
riques, qui serviront de socle & ce que les mathématiciens de la fin du XVIII®
siecle (Bézout, Lagrange) et du XIX® siécle désigneront comme « théorie de
I’élimination » :

— Des énoncés généraux sur la résolution des systémes d’équations polyno-
miales qui relient le nombre de solutions d’un systéme au nombre des
équations et des inconnues (ainsi chez Albert Girard, Descartes, Fermat
et Jan Hudde).

— Le lien entre I’élimination et une théorie de la divisibilité des polynémes,
accueillant dés lors I’algorithme euclidien de recherche du plus grand com-
mun diviseur. Cet algorithme est utilisé comme « méthode générale d’éli-
mination » d’une inconnue dans un systéme de deux équations (ainsi chez
Jan Hudde et Leibniz).

— Un lien, encore discret, entre les méthodes d’élimination et la géométrie
analytique ; I'idée qu’a tout systéme d’équations correspond un « lieu » est
rarement formulée de maniére générale', mais le domaine en plein essort
de la « construction géométrique des équations » a nécessairement recours
a des techniques d’élimination.

Précisons ce dernier point. Il nous semble en effet que c¢’est dans la géométrie ana-
lytique du XVII® siécle qu’il faille chercher I'origine d’un théoréme, le « théoréme
de Bézout », clef de voute de toutes les recherches sur I’élimination algébrique
aux XVIII® et XIX® siécles. L’extension, par Descartes, du domaine de la géo-
métrie analytique a des courbes de degré élevé s’accompagnait de ’échec d’une
classification des problémes et des courbes par « genre », fondée d’une part sur
un principe déja admis des « anciens », les problémes étant classés suivant les
courbes qu’on emploie pour les construire?, et d’autre part sur un principe ori-
ginal, les courbes étant classées suivant la « composition » des mouvements des
outils qui permettent de les tracer; cette classification devait de plus se préter
a une traduction algébrique, faisant intervenir le degré des équations (équations
4 une inconnue pour les « problémes », équations & deux inconnues pour les
courbes). Par exemple, les problémes se traduisant par des équations de degré 3
ou 4 en 'inconnue cherchée appartiennent a une méme classe, pour autant que
la résolution des équations de degré 3 ou 4 puisse se faire au moyen de courbes
planes de degré 2 (sections coniques, descriptibles au moyen d’un « compas »
particuliérement simple). La critique du systéme cartésien, par Fermat d’abord,
dans sa Dissertatio tripartita®, ne sut produire que des contre-exemples par-
ticuliers. « Chez Descartes, nous dit Fermat, les problémes de degrés 8 ou 7
nécessitent des courbes de degrés 5 ou 6, ceux de degrés 10 ou 9 des courbes de

Lcf. par exemple la phrase elliptique de Descartes dans sa Géométrie : « s’il manque deux
conditions & la détermination de ce point, le lieu ou il se trouve est une superficie ».

2cf. [4], t. VI, p. 388.

3cf. [8], t. I, p. 118-131. Voir aussi la lettre de Fermat & Digby [9], p. 491-497, et [19] pour
une analyse de la Dissertatio tripartita.



degré 7 ou 8,..., et ainsi de suite & I'infini ; que ces cartésiens voient comme c’est
loin de la simplicité et de la vérité géométrique ». Parmi les contre-exemples
proposés par Fermat, le plus simple, mais aussi le plus proche de la vérité, est
celui d’'une équation de la forme zP? = a, dont la résolution se raméne a 1’in-
tersection de deux courbes de degrés p et g. Bientot, en 1688, toujours dans le
cadre de la critique du systéme cartésien, Jacques Bernoulli écrit :

Je pense qu’il n’est pas difficile de démontrer que des courbes de
n’importe quel genre sont aptes a la construction d’équations d’au-
tant de dimensions, qu’en compte le carré du nombre de dimen-
sions, auxquelles montent les équations exprimant la nature de ces
courbes.*

Chaque racine de I’équation considérée devant étre construite au moyen d’un
des points d’intersection des deux courbes, il faut donc penser que deux courbes
de degré n puissent se couper en n? points. Il s’agit d’un cas particulier du
« théoréme de Bézout ». Bernoulli donne I’exemple de deux cubiques planes,
qui se coupent en cing points réels, correspondant aux cinqg racines réelles d’une
certaine équation de degré 9.

Dans un brouillon de Newton, datant des années 1666-1671, dans le cadre de
ses recherches sur la classification des cubiques d’une part, et sur la géométrie
analytique (préparant le Tractatus de methodis serierum et fluzionum de 1670—
1671) d’autre part, Newton explore cette méme direction et formule, pour la
premiére fois & notre connaissance, le théoréme dit « de Bézout » pour deux
courbes algébriques planes, tout en indiquant le lien naturel entre ce théoréme
et I’élimination :

Etant données deux courbes, trouver leurs points d’intersection. C’est
plus un principe qu’un probléme. Mais plutdt susceptible d’une so-
lution algébrique que d’une solution géométrique, et on le fait en
éliminant une des deux inconnues des équations. D’ou il apparaitra
qu’il y a autant de points d’intersection que le rectangle des dimen-
sions des courbes. °

Dans le cas de deux équations, le théoréme de Bézout est souvent attribué
a MacLaurin®, et dans le cas d’un nombre quelconque d’équations, & Bézout,
ainsi que sa démonstration. Mais le théoréme de Bézout, comme on vient de
le dire, était déja la quand MacLaurin publia en 1720 (avec I’aide de Newton)
sa Geometria organica, sive descriptio linearum curvarum universalis. Cet ou-
vrage fut pourtant crucial dans la compréhension du théoréme de Bézout : on y

4cf. [1] : « Existimo namque, demonstratu haud difficile esse, quod cujuslibet generis curvae
aptae sint ad construendas Aequationes tot dimensionum, quot indigat quadratum numeri
dimensionum, ad quas ascendunt Aequationes, curvarum illarum naturam exprimentes ».

5¢f. [16], t. II, p. 177 : « Datis duabus curvis invenire puncta intersectionis. this is rather
a principle than a probleme. But rather propounded of the Algebraicall then geometricall
solution and that is done by eliminating one of the two unknown quantitys out of the equations.
From whence it will appear that there are so many cut points as the rectangle of the curves
dimensions. »

6cf. [15], § 6 : « Fiir den Fall m = 2 wurde das Theorem zuerst von C. Maclaurin ausges-
prochen; G. Cramer und Euler versuchten, Beweise fiir diesen Fall zu geben ».



voit apparaitre le décompte des points d’intersection de deux courbes avec leur
multiplicité dans 'application de ce théoréme. Ceci suppose une classification
(encore grossiére) des singularités des courbes algébriques et un concept (pas
encore nommé) de multiplicité d’intersection I(C, D; P) de deux courbes C et D
en un point P, avec, en filigrane, la formule :

(%) I(C,D;P) > pc(P).up(P)

ot pc(P) désigne 'ordre de multiplicité du point P sur la courbe C. Le théoréme
de Bézout s’énonce alors :

> I(C,D; P) = deg(C).deg(D)

PeCND

L’objectif de MacLaurin était de classer les courbes algébriques (sur le mo-
dele de I’Enumeratio de Newton pour les cubiques) au sein de chaque degré,
suivant la position des asymptotes, mais surtout suivant le nombre et la nature
des points singuliers, ainsi que de fournir des procédés mécaniques pour tracer
une courbe donnée par son degré et par un certain nombre de conditions, un
certain nombre de points donnés devant appartenir a la courbe, éventuellement
des points singuliers d’ordre de multiplicité donné. Les procédés mécaniques uti-
lisés sont : la rotation d’une droite mobile autour d’un point fixe, la translation
d’un point mobile sur une droite fixe, le mouvement d’un point mobile le long
d’une courbe fixe de degré quelconque, le mouvement d’une droite mobile au-
tour d’une courbe fixe de degré quelconque (la droite devant rester tangente a la
courbe), et des systémes articulés quelconques de tels points et droites mobiles
(en imposant parfois & deux droites mobiles de garder I'une par rapport a l'autre
un angle constant). Nous donnerons un exemple détaillé : celui de la proposition
XXIIT de la premiére partie de 'ouvrage.

Remarquons d’abord que MacLaurin distingue trois types de points singu-
liers : le noeud (nodum), le point de rebroussement (cuspis), et le punctum
conjugatum (point réel isolé, en lequel deux branches imaginaires de la courbe
se rencontrent). Le noeud est un point ol se coupent plusieurs branches de
la courbe, en nombre quelconque, d’ott la notion de point double, triple, etc.
(punctum duplez, triplex, etc.). MacLaurin est conscient de la complication qui
survient lorsque deux des branches d’'un tel punctum multiplex sont tangentes
I'une a lautre, mais évite en général de considérer ce cas. Il envisage enfin des
combinaisons quelconques de ces trois types en un méme point.

Soient deux points fixes .S et C'. Soit un premier systéme articulé de n droites
mobiles (SPy), (P1Ps),....(Pn—2, Prn1), (Ph—1,Q1), la premiére droite étant en
rotation autour du point S, les points Pi,...,P,_1 devant parcourir des droites
fixes (d1),...,(dn—1), et les angles S/Pl\Pg,...,Pn_z/Pn\_lQl restant constants pen-
dant le mouvement. Soit Q)2 l'intersection de la r-iéme droite mobile (P,._1P,)
avec une n-iéme droite fixe (d,,). Soit un second systéme articulé (en C') de
deux droites mobiles (Q2C),(CQ1) dont la premiére passe par le point Qs,

et la deuxiéme forme un angle constant Q2C'@Q); avec la premiére. La position
des deux systémes mobiles, et donc la position du point @) d’intersection des



droites (P,-1Q1),(CQ1) sont entiérement déterminées par la direction de la
droite (SPy). La proposition XXIIT affirme que la courbe C décrite par le point
@1 pendant le mouvement est un courbe algébrique de degré (n + r).

S C

Pour le démontrer, MacLaurin cherche en combien de points cette courbe
coupe une droite générique (D) du plan”. A cet effet, il introduit un autre point
mobile Q3, intersection des droites mobiles (SP;),(Q2C). Dans une proposition
antérieure (proposition XXI), il a montré que le point Q3 ainsi défini décrit une
courbe C’, de degré (r + 1), passant par S et C, avec pc/(S) = r et pe (C) = 1.
Ensuite, il libére le point Q2 (autrement dit, il n’impose plus aux droites mobiles
(Pr_1P,) et (CQ2) de concourir avec la droite fixe (dy,)), et impose au point Qq
de parcourir la droite (D). La méme proposition antérieure indique que le point
Q3 décrit alors une courbe C” de degré (n+1), avec pcr(S) = n et ucs(C) = 1.
Il est alors facile de voir que lorsque Q3 parvient aux points d’intersection de C’
et C", Q1 est a lintersection de (D) et C, et réciproquement. Il y a cependant
une exception, lorsque ()3 parvient au point S ou au point C', car dans ce cas, la
position du point ()1 n’est pas déterminée de maniére unique. Il ne faut donc pas
compter les points S et C' (non sunt considerandi). Or le théoréme de Bézout
affirme que les deux courbes se coupent en (n + 1)(r 4+ 1) points, comptés avec
multiplicité, dont les points C et S. On a donc :

card((D)NC)

=card(C'NC" —{S,C})

=degC’'.degC” — I(C',C";S) — I(C’",C";C)
=n+1)r+1)—nr—1

=n-+r

Donc degC =n + 7.

Pour justifier de maniére moderne cette démonstration, remarquons d’abord
que lorsque Q4 est libre, le mécanisme décrit en fait deux transformations ra-
tionnelles du plan (non inversibles) ¢1 : Q3 — Q1 et ¢2 : Q3 — Q2; P71 nest
définie ni en S ni en C (ce sont des « points singuliers » de la transformation

7 ducatur recta quaevis... et investigandum sit quoties curva occurrere potest huic rectae.



#1). Alors C" = ¢7H((D)) et C' = ¢5 *((dn)) N7 *(C). De plus ¢>1|C, ¢ —=C

est inversible (c’est-a-dire birationnelle). ¢; « éclate »® les points S et C'; ainsi,
bien que C' € C'NC”, il ne correspondrait & C' un point de (D)NC que si les deux
tangentes a C’ et C" en C coincidaient, ce qui, en général, n’arrive pas. De méme
pour S. Donc en général, ¢; induit une bijection ¢’ NC" — {S,C} — (D)NC
(en toute rigueur, il faudrait montrer que C’ ne passe pas par d’autres points
singuliers de la transformation ¢1).

L’exemple de la proposition XXIII nous a permis d’expliquer un argument
démonstratif, utilisé systématiquement par MacLaurin dans des démonstrations
purement géométriques, pour déterminer le degré d’une courbe algébrique. 11
utilise aussi la formule (x) de maniére réciproque, pour déterminer l'ordre de
multiplicité d’un point singulier (dans le corollaire I de la proposition XXIII,
il montre ainsi que pc(C) = n). Nous avons vu ci-dessus qu’il utilisait cette
formule, non pas avec le signe >, mais avec le signe =. Il sait cependant que
lorsqu’une branche de la premiére courbe est tangente a une branche de la
seconde au point d’intersection, la multiplicité d’intersection augmente®. Pour
obtenir une formule exacte, et dotée d’une interprétation géométrique, de la
multiplicité d’intersection de deux courbes planes, il faudra attendre la notion
de « points infiniment voisins » introduite par Max Noether a la fin du XIX® :

I(C,D; P) =Y pe(P,).up(P)

ol la somme s’étend & tous les points P; « infiniment voisins » du point P sur
les courbes C et D.

Ajoutons que la Geometria organica contient aussi des démonstrations par
Panalyse (au moyen de coordonnées cartésiennes). Mais MacLaurin semble ac-
corder un role différent a ces deux types de démonstrations. Il donne ainsi, pour
certaines propositions, deux démonstrations distinctes'® : une géométrique (il
utilise alors le théoréme de Bézout, comme ci-dessus), et une analytique (en
calculant explicitement ’équation de la courbe décrite, et sans avoir recours au
théoréme de Bézout).

Nous l'avons dit ci-dessus, I'un des objectifs de MacLaurin était de four-
nir des procédés pour décrire, par le mouvement, des courbes de degré donné
passant par des points donnés. C’est ainsi qu’il fut conduit a se poser la ques-
tion du nombre de points qui déterminent de maniére unique une courbe de
degré donné. Et c’est ainsi qu’il se heurta au « paradoxe de Cramer ». Soit une

N

courbe d’équation P(z,y) = 0. Imposer a cette courbe de passer par le point

8Sur la notion d’« éclatement » ou blowing up, cf. [10], 1.4, p. 28-30.

9 Ainsi dans la proposition XXVI de la premiére partie : nisi forte Lineae se mutuo contin-
gant..., quo in casu duae intersectiones abeunt in unum punctum contactus, et altera earum
intersectio erit necessario aliqua earum quas non supposuimus esse in punctis C, S.

10C’est le cas de la proposition XXIII dont nous avons seulement rapporté ci-dessus la dé-
monstration géométrique. D’autre part, la proposition XXI de la premiére partie, qui, nous
I’avons vu, est utilisée dans la démonstration géométrique de la proposition XXIII, est dé-
montrée seulement par ’analyse.



(z0,yo0) revient a écrire I'équation P(xg,yo) = 0, linéaire en les coefficients du
polynéme P, qui sont au nombre de N = @ si n = deg P. En demandant
qu’une telle courbe passe par N points distincts donnés, on obtient donc un
systéme de N équations linéaires entre ces N coefficients. Or un systéme de N
équations linéaires & N inconnues a en général une solution unique. Ce prin-
cipe était communément admis au XVII® siécle!!. D’autre part, le théoréme de
Bézout affirme que deux courbes de degré n se coupent en n? points. Ces deux
assertions semblent se contredire pour n = 3. En effet N = n? = 9, la premiére
assertion dit que 9 points suffisent & déterminer une cubique de maniére unique,
et la deuxiéme assertion soutient au contraire que deuzr cubiques se coupent en
9 points. Pour n > 3, la situation empire, car w < n?.

C’est Cramer qui utilisera, en 1750, le terme de « paradoxe » pour dési-
gner ce phénoméne. Pourtant, il en expliquera lui-méme la cause : les formules
(dites aujourd’hui « formules de Cramer ») exprimant la solution d’un systéme
d’équation linéaire par des déterminants peuvent prendre la forme « indétermi-
née » %. Mais cela n’enléve rien au caractére paradoxal du résultat ; en effet « ce
qui est facheux, écrit-il, c’est qu’on ne le puisse voir intuitivement que par un
calcul immense »'2. La théorie de I’élimination dans les systémes d’équations
linéaires n’avait donc pas encore atteint la perfection désirable. Euler, sollicité
par Cramer'3, explique le « paradoxe » par l'existence de relations de dépen-
dance linéaire entre les N équations. Il a méme I’'idée de compter le nombre de
ces relations. Il écrit en 1747 un mémoire entier Sur une contradiction apparente
dans la doctrine des lignes courbes (qui parut en 1748 dans le méme volume des
mémoires de I’Académie de Berlin que son premier mémoire sur la théorie de
I’élimination). Ce mémoire se conclut ainsi :

Quand deux lignes du 4° ordre s’entrecoupent en 16 points, puisque
14 points, lorsqu’ils conduisent & des équations toutes différentes
entre elles, sont suffisants pour déterminer une ligne de cet ordre, ces
16 points seront toujours tels que trois ou plusieurs des équations
qui en résultent sont déja comprises dans les autres. De sorte que ces
16 points ne déterminent plus que s’il n’y en avait que 13 ou 12 ou
encore moins et partant pour déterminer la courbe entiérement on
pourra encore a ces 16 points ajouter un ou deux points. La méme
chose arrivera, si deux lignes du 5° ordre se coupent I'une 'autre en
25 points, qui n’étant pas suffisants & déterminer la courbe, ils ne
vaudront plus que 19, ou méme 18, de sorte que 6 ou 7 points sont
superflus, et partant ces 25 points seront toujours tellement disposés

1 Comme nous 'avons dit, I'on rencontre au XVII® siécle des énoncés généraux sur les
systémes d’équations polynomiales, qui relient le nombre de solutions d’un systéme au nombre
des équations et des inconnues, sans toutefois donner de critére rigoureux permettant de
repérer les cas particuliers. Citons par exemple Descartes ([4], t. VI, p. 372) : « Et on doit
trouver autant de telles Equations qu’on a supposé de lignes qui estoient inconnués... Aprés
cela,... il se faut servir par ordre de chascune des Equations..., pour expliquer chascune de ces
lignes inconnués, et faire ainsi, en les demeslant, qu’il n’en demeure qu’une seule... ».

12¢f (7], 1-26, p. XII.

13Seul un résumé de la correspondance Euler-Cramer sur le paradoxe de Cramer est publié
a ce jour : [7], série IVA, tome 1, lettres 461 (30 sept. 1744) a 467 (13 aott 1746).



que dés que la courbe passera par 19 de ces points, elle passera d’elle
méme aussi par les autres, ou il sera impossible qu’elle passe par 19
points, sans passer en méme temps par tous les 25.1

On dirait aujourd’hui qu’'un systéme linéaire de N + k équations & N inconnues
(pour k > 0), qui a au moins deux solutions distinctes, est de rang r < N — 1,
et dans ce cas, les équations vérifient certaines relations entre elles (elles ne
sont pas « linéairement indépendantes »). Ces relations de dépendance linéaire
forment & leur tour un espace vectoriel, de dimension N +k—r. Quant au nombre
d’équations qu’il faudrait ajouter pour rendre le systéme déterminé (c’est-a-dire
ayant une solution unique), il est égal & N — r. Pour deux courbes de degré

n23,onaN—|—k:nQetN:@.Alorsrgw—l,etN—kk—rZ

n?— {"("T'HI') — 1} = % Pour n =5, on a donc N+k—r > 6, « de sorte

que 6 ou 7 points sont superflus », comme le dit Euler. Bien-siir les notions
de rang et d’indépendance linéaire ne sont pas encore formalisées & 1’époque
d’Euler. Ces compréhensions encore fréles des phénoménes de ’algébre linéaire
ne sont cependant pas isolées : Bézout, dans son traité de 1779, justement pour
démontrer le théoréme qui porte son nom, fait constamment usage d’une formule
sur les systémes d’équations linéaires homogénes linéairement indépendantes,
que 'on pourrait écrire aujourd’hui :

nombre d’équations = nombre d’inconnues — « nombre de coefficients inutiles »

ou le dernier terme désigne en fait le nombre de paramétres de la solution
générale du systéme d’équations, c’est-a-dire la dimension de ’espace vectoriel
des solutions!®.

C’est encore a la recherche des conditions que I’on peut imposer & une courbe
a tracer, de degré donné, que MacLaurin pose la question du nombre maximal de
singularités d’une telle courbe. Comme le « paradoxe de Cramer », les résultats
auxquels il parvient dans ce domaine feront I’objet de nombreuses recherches au
XIX€ siécle. Remarquons d’abord que certains des procédés mécaniques envi-
sagés par MacLaurin offrent un parameétrage rationnel de la courbe construite.
Ainsi dans le cas de la proposition XXIII, la courbe C peut étre paramétrée par le
coefficient directeur de la premiére droite mobile (SP;). Mais ce n’est pas le cas
de tous les procédés envisagés : certains d’entre eux tracent des cubiques sans
point double, courbes de genre 1, pour lesquelles n’existe aucun paramétrage
rationnel. Le mécanisme envisagé est, par conséquent, d’une nature différente.
MacLaurin était conscient de I'influence du nombre de singularités sur la nature
du mécanisme, comme l'indique la division en sections de la premiére partie
de son ouvrage, la section II portant sur les cubiques avec point double, et la
section IIT sur les cubiques sans point double et les quartiques. Pourtant, il par-
vient rarement a une étude exhaustive des singularités de la courbe construite.

lcf. [6], § 23.

15Frobenius n’introduira le mot rang qu’a la fin des années 1870, pour désigner le plus haut
rang des mineurs non nuls d’une matrice (der hochste Grad nicht verschwindender Unter-
determinanten), mais I'invariance d’un tel nombre (pour la multiplication par des matrices
inversibles) est démontrée par Sylvester en 1850.



La raison en est simple : il n’avait pas les moyens de déterminer I’ensemble des
singularités d’une courbe donnée (ce qu’etit rendu possible la connaissance du
discriminant de la courbe). Il se contentait donc d’étudier le comportement de
la courbe au voisinage de certains points (dont les points fixes du mécanisme
utilisé pour tracer). Ainsi, dans la proposition XXIII, il montre que uc(C) = n,
mais ne remarque pas l'existence d’autres points singuliers'®. Dans ce contexte,
la connaissance du nombre maximal de singularités d’une courbe de degré donné
constitue un progrés important. On sait aujourd’hui qu'une courbe algébrique
plane posséde un paramétrage rationnel si et seulement si elle a le nombre maxi-
mal de points singuliers que puisse avoir une courbe de son degré. MacLaurin
savait qu’une courbe de degré 2n, ayant trois singularités d’ordre n et une qua-
trieme d’ordre (n — 1), ne peut en avoir d’autre!”. Une telle courbe est donc
susceptible d’un parameétrage rationnel. Et MacLaurin montre en effet, dans la
derniére proposition de ’ouvrage (proposition XXVII de la seconde partie) com-
ment tracer une telle courbe, lorsque ses 4 points singuliers sont donnés, ainsi
que 2n points simples ; la méthode utilisée, que MacLaurin a tenté de généraliser
sans succes (il le dit lui-méme), donne un paramétrage rationnel, et est parti-
culiérement simple. Elle utilise plusieurs fois, successivement, un mécanisme'®
constitué de deux points fixes S et C, autour desquels pivotent respectivement
deux angles (de mesures constantes) ITS\Q et P/C'\Q Soit B la position que prend
le point P lorsque @ € (CS). Lorsque 'on fait parcourir au point @ d’intersec-
tion des droites mobiles (SQ) et (C'Q) une courbe C de degré n, le point P trace
en général une courbe de degré 2n, ayant trois singularités d’ordre n, aux points
S,C,B. Mais si C a une singularité d’ordre (n — 1) en C, alors la courbe tracée
par P dégénére en une courbe de degré (n + 1) ayant une singularité d’ordre n
en C, et S et B pour points simples.

16Ce qui le conduit & affirmer, dans les corollaires IV et VI de la proposition XXIII, qu’une
variante du mécanisme décrit ci-dessus permet de tracer une quartique ayant un point double
en C, qui, dans un cas particulier, dégénére en une cubique sans point double. En fait, la
quartique posséde trois points doubles (puisqu’elle est rationnelle), et dégénére en une cubique
avec point double. Il y a une erreur semblable dans la proposition XVII (de la premiére partie).
Ces erreurs ont été commentées par C. Tweedie [20]. Ajoutons qu’elles figuraient déja dans le
premier article de MacLaurin sur ce sujet, en 1719 (cf. [11], figures 6 et 9).

17¢f. [12], partie II, section V, lemme III, corollaire V.

18Te mécanisme est décrit dans la partie II, section I, proposition III et ses corollaires I et
Iv.



On peut interpréter ce mécanisme comme une transformation birationnelle qua-
dratique du plan ¢g,c p : @ — P, d'inverse 95 c p. La méthode de MacLaurin
consiste alors & transformer la courbe de degré 2n donnée (déterminée de ma-
niére unique par ses 4 singularités et ses 2n points simples donnés) par des
applications successives s ¢ g pour des points S,C',B bien choisis, d’abord en
une courbe de degré n ayant seulement une singularité d’ordre (n — 1), puis en
une courbe de degré (n — 1) ayant une singularité d’ordre (n — 2), etc., jusqu’a
obtenir une droite'®. Cette construction donne un paramétrage rationnel de C,
au moyen d’une succession de transformations quadratiques « éclatant » les
points singuliers.

Finalement, MacLaurin est le premier, & notre connaissance, a avoir montré
qu’une courbe C,, de degré n a au plus W
avec lui qu’il y en ait % + 1, il existerait alors une courbe C,,_2 de degré
(n—2) qui passe par tous ces points doubles et par (n —3) points simples choisis

points doubles?? : supposons

arbitrairement sur C,, (car ’équation générale de degré (n — 2) a % +

1+(n—3) = %2("“) coefficients indéterminés). On compterait alors n — 3+

2 (% + 1) = n(n — 2) + 1 points d’intersection, alors que le théoréme
de Bézout en prédit au maximum n(n — 2).
On sait aujourd’hui que ’on peut classer les courbes algébriques planes selon

le genre g, un entier positif dépendant du degré n de la courbe et du nombre
de ses points doubles, les singularités d’ordre k comptant chacune, en général,

k(k=1) _ . .
pour ——— points doubles?! :
—1)(n—2
g= % — nombre de points doubles

Si 'on voulait & présent se conformer a I’historiographie déja existante sur
I’élimination et le théoréme de Bézout, il nous faudrait quitter MacLaurin pour

19¢f. [12], partie I, section V, prop. XXV et XXVII, p. 137-139.
20¢f. [12], p. 137.
21cf. par exemple [10], TV, exercice 1.8 «pg of a Singular Curve ».



aborder les contributions de Cramer, Euler, puis Bézout. Ces auteurs ont donné
plusieurs démonstrations et généralisations du « théoréme de Bézout » que nous
avons rencontré dans la Geometria organica. MacLaurin n’y donne en effet au-
cune démonstration générale du théoréme. Il se contente de le démontrer dans
le cas ot I'une des deux courbes est de degré 2 ou 3, et ceci en calculant expli-
citement ’équation finale résultant de 1’élimination d’une des deux inconnues.
11 avoue son échec dans le cas général®?. Euler tentera de préciser les conditions
de possibilité de l'interprétation géométrique du théoréme de Bézout, en étu-
diant sur des exemples le rapport entre élimination algébrique et intersection
de courbes (dans le plan) ou de surfaces (dans l'espace), et en insistant sur le
besoin de compter, parmi les points d’intersection, des « points imaginaires ».
Il exposera en particulier le phénomeéne des lignes de contact entre deux sur-
faces, et des points de contact, qui ne sont que des points réels de courbes
d’intersection imaginaires de deux surfaces. Mais de Newton & Bézout, le théo-
réme de Bézout garde la marque de son origine algébrique. Les questions que se
posent ces auteurs sont celle du degré de 1’équation finale résultant de 1’élimi-
nation, et celle de la méthode d’élimination a employer. MacLaurin, utilisant ce
théoréme comme principe dans des démonstrations de nature purement géomé-
trique, semble donc faire figure d’exception. Suivons encore un peu la trajectoire
du théoréme de Bézout en géométrie.

A la Geometria organica succédérent d’autres recherches de MacLaurin sur
la description des courbes. MacLaurin fut stimulé dans ces travaux par un théo-
réme di & Pappus, que lui communiqua en 1722 son collégue Robert Simson
(1687-1768) qui tentait alors de restituer le « Traité des porismes » perdu
d’Euclide. Voici le théoréme dit & Pappus :

Si trois points situés sur une seule droite d’une figure convexe ou
non convexe sont donnés, et si les points restants, a I’exception d’un
seul, sont liés & des droites données de position, ce seul point est
aussi lié & une droite donnée de position.??

MacLaurin exprime ce théoréme sous une forme plus générale (voir figure sui-
vante) :

Supposez que les trois poles soient C', S et D, et que des lignes droites
CR, 5Q, QDR pivotent autour de ces poles. La ligne qui pivote
autour de D ne sert qu’a guider le mouvement des deux autres,
de telle sorte que son intersection avec chacune d’elles parcourant
un droite fixe, leur intersection mutuelle décrit un lieu, que 'on
démontre étre une section conique... L’on montre ensuite, que si C,
S et D sont situés sur une méme ligne droite, le point P décrit une

22f, [12], partie II, section V, lemme III, corollaire I : « Omnes altiorum curvarum casus
quos adhuc tentavimus idem probant; universalem vero hujus rei demonstrationem adhuc
frustra quaesivimus propterea quod difficile sit divisores in arduis aequationibus invenire ».
Quant au probléme des « diviseurs » (divisores), peut-étre MacLaurin fait-il allusion aux
facteurs superflus que I’élimination introduit dans I’équation finale. C’est ce méme probléme
qui retiendra longtemps Euler et Bézout dans des essais infructueux (cf. par exemple [2]).
23¢f. [17], t. 2, p. 488.
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ligne droite...2*

On reconnait dans cette figure le théoréme de Pascal sur I’hexagramme inscrit
dans une section conique. Au triangle PQR dont les cotés pivotent sur les poles
C,S,D, MacLaurin substitue ensuite un polygone d’un nombre quelconque de
cOtés, soit six pour fixer les idées (voir figure suivante), pivotant autour des
poles C,D,E F ST, et énonce le théoréme général suivant :

Supposez que L, Q, R, M, N parcourent des courbes de degrés
respectifs m, n, r, s, t, alors le lieu de P est une courbe de degré au
plus 2mnrst.?

T

MacLaurin avait déja, dans la Geometria organica, décrit des procédés pour
tracer des courbes dont le degré dépende du produit des degrés d’un nombre

24cf. [13], p. 151-153, ainsi que la figure 6.
25¢f. [13], p. 156.
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quelconque de courbes données. Mais le théoréme que ’on vient d’énoncer, par
sa simplicité, sa parenté avec le théoréme de Pappus, et son caractére projectif
(contrairement aux procédés utilisant la rotation d’angles constants de la Geo-
metria organica) était promis a un avenir meilleur. Ce théoréme, parmi d’autres,
fit objet d’une querelle de priorité entre MacLaurin et W. Braikenridge (1700—
1762). Ce dernier publia en 1733, dans un ouvrage intitulé Ezercitatio geome-
trica de descriptione linearum curvarum, de nombreux théorémes sur le tracer
des courbes, démontrés par le théoréme de Bézout et la méthode géométrique
qu’employaient MacLaurin dés 1721 comme nous ’avons vu. Sans entrer dans les
détails de cette controverse?®, indiquons simplement qu’a cette occasion, Brai-
kenridge annonga qu’il connaissait une démonstration du théoréme de Bézout,
congue par son collégue George Campbell (7-1766), mais pas encore rendue
publique, & cause de la trop grande modestie de son auteur?’. Dans sa riposte,
publiée en 1735, MacLaurin affirma aussi avoir une démonstration, « générale »,
du théoréeme de Bézout (cf. [13], p. 148), et méme lavoir déja « imprimée » en
1722, dans un « supplément » a sa Geometria organica, supplément qu’il n’au-
rait cependant jamais publié, « ayant été engagé dans des travaux d’une nature
différente, et dans des recherches sur d’autres sujets depuis lors » (p. 144). 1l est
d’ailleurs intéressant que dans ce texte de 1735, MacLaurin s’excuse de retarder
encore la publication de son supplément, et s’en justifie par un gotit pour les
démonstrations géométriques, plus longues & produire que les démonstrations
analytiques :

As to the Demonstrations, it would take some time to put them in
a proper Form to be published. You who have so nice a Taste of
Demonstrations, will easily allow, that it ought not to be done in a
hurry. I could send those that are Algebraick easily ; but do not care
to send those that are Geometrical, till I have leisure.?

Nous n’avons pas trouvé d’autre trace des démonstrations de Campbell et de
MacLaurin. Ajoutons toutefois que, peu avant la controverse avec Braikenridge,
Campbell lui-méme avait été engagé dans une querelle de priorité avec Ma-
cLaurin, au sujet de la « régle de Newton » sur le nombre de racines réelles
d’une équation. Les deux mathématiciens montrérent chacun & cette occasion
un talent en algébre qu’aurait pu illustrer une démonstration du théoréme de
Bézout?®.

26SQur cette controverse, cf. I’article [14] de S. Mills, qui conclut que MacLaurin ne se sentait
pas concerné par une question de priorité (Braikenridge ayant de toute fagon publié le premier),
mais se défendait plutot contre une accusation injuste d’ignorance : « Here then is the reason
for MacLaurin’s having taken issue with Braikenridge : not that of priority as such, but the
insult that Braikenridge implied that MacLaurin did not know of the theorems, when in fact
he had been teaching them since 1725 ».

27cf. [3], préface : « Cl. Geometra D. Georgius Campbel inter plurima alia eximia inventa,
quae ob summam ejus modestiam apud eum latent, hujus theorematis praeclaram habet de-
monstrationem, in lucem brevi ut spero prodituram ». Sur la personne de George Campbell,
cf. [21].

28¢f. [13], p. 147.

2911 y a toutefois un témoignage de R. Simson, qui n’en dit pas beaucoup plus que ce que
nous savons : « Just now I was looking some Theorems yow wrote down in the first pages of

12



Quant au théoréme ci-dessus sur les polygones, il survécut a cette controverse
et devint le coeur du dernier chapitre du Traité des propriétés projectives des
figures de Poncelet, en 1822 (section IV, chapitre III). Poncelet utilise systéma-
tiquement, dans cette section, le théoréme de Bézout et la méthode géométrique
de MacLaurin pour déterminer le degré de courbes tracées mécaniquement. Il
fait profession de n’avoir plus recours a l'usage des coordonnées. Il doit aussi
fournir une démonstration nouvelle, géométrique, du théoréme de Bézout. Tout
d’abord, son « principe de continuité » lui permet de définir le degré d’une
courbe algébrique comme étant le nombre d’intersections de cette courbe avec
une droite quelconque du plan (et non plus, comme chez MacLaurin, avec ce
que nous voudrions aujourd’hui désigner par I'expression de droite générique) :

Il est essentiel de remarquer qu’en vertu du principe de continuité,
une droite, tracée arbitrairement dans le plan d’une courbe d’un
certain degré, doit toujours étre censée rencontrer cette courbe en
un nombre de points réels, imaginaires, multiples ou situés a l’infini,
égal au nombre qui exprime le degré de cette courbe...?°

Voici donc la démonstration du théoréme de Bézout, pour deux courbes planes
de degré 2 (elle se généralise immédiatement a des courbes de degrés quel-
conques) :
Si I'on suppose que 'une des deux courbes change de forme, par
succession insensible, de facon qu’en conservant toujours le méme
degré ou la méme nature, elle tende sans cesse a dégénérer en deux
lignes droites ; par suite de la loi de continuité, elle devra aussi sans
cesse conserver le méme nombre de points d’intersection réels, imagi-
naires, etc., avec 'autre ; or il est évident que, & la limite, ce nombre
ne saurait surpasser quatre, d’apreés la définition méme adoptée pour
les lignes du second ordre ; donc pareillement les courbes proposées
ne peuvent avoir plus de quatre points communs, et, si elles en ont
réellement cing, elles se confondent nécessairement en une seule et
méme courbe.3!

Au § 542, Poncelet dresse un bilan des conséquences du théoréme de Bézout et
du théoréme de MacLaurin sur les polygones : ils conduisent « immédiatement
a la propriété de 'hexagramme mystique de Pascal, et par suite a toute la
théorie des poéles et polaires des sections coniques, théorie d’otl dérive aussi
I’élégant théoréme de M. Brianchon sur I’hexagone circonscrit... », et permettent
d’établir « sur-le-champ toute la théorie des centres et axes d’homologie des
sections coniques »32. Des pans entiers de la géométrie projective trouvent ainsi

a book of mine that is dated in that year [1720], which yow told me were Lemmas to that
proposition concerning the Number of points 2 curves can intersect one Another... », lettre de
R. Simson a MacLaurin, 27 juillet 1736, cité par [14].

30cf. [18], t. 1, § 539.

3lcf, [18], t. I, § 598. Dieudonné a indiqué comment rendre cette démonstration rigoureuse
dans [5], § VII,20.

32 Ailleurs, Poncelet ajoute que le théoréme de Bézout « pourrait encore servir immeédia-
tement & prouver que toutes les lignes du second ordre sont nécessairement des sections co-
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un fondement unique. Poncelet en tire un argument de poids en faveur de son
« principe de continuité » :

Telle est donc l'influence que peut exercer I’admission de la loi de
continuité dans les recherches géométriques, influence qui peut trés
bien étre comparée, ce me semble, a celle qu’y exerce elle-méme
I’Analyse algébrique, par sa grande généralité.

Enfin, Poncelet propose plusieurs généralisations du théoréme de MacLaurin
sur les polygones, ainsi en remplagant les poles par des courbes fixes autour
desquelles doivent rouler les droites mobiles (en restant tangentes a ces courbes).
Dans le cas ou toutes les courbes que parcourent les sommets d’une part, et
toutes les courbes sur lesquelles roulent les droites mobiles d’autre part, sont
confondues, il obtient un théoréme sur les polygones simultanément inscrits et
circonscrits & deux sections coniques :

Quand un polygdne quelconque est a la fois inscrit & une section co-
nique et circonscrit & une autre, il en existe une infinité de semblables
qui jouissent de la méme propriété a I’égard des deux courbes; ou
plutét tous ceux qu’on essaierait de décrire, & volonté, d’aprés ces
conditions, se fermeraient d’eux-mémes sur ces courbes. Et récipro-
quement, s’il arrive qu’en essayant d’inscrire & volonté, a une section
conique, un polygone dont les cotés en touchent une autre, ce poly-
gbne ne se ferme pas de lui-méme, il ne saurait nécessairement y en
avoir d’autres qui jouissent de cette propriété.3?
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